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ペル方程式の無理数解について 
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北海道岩見沢農業高校 

加藤秀隆 
 
０．はじめに 

平方数以外の自然数の平方根に成り立つペル方程式の解を無理数解に拡張することが

でき、その解の中に有意義な解が存在し、その解により最小の自然数解を得ることがで

きることを報告します。 
 
１．ペル方程式について 
  yx, を自然数としたとき、平方数以外の自然数Dについての不定方程式 

「 122 r � Dyx 」 
が、通称「ペル方程式」と呼ばれています。最小な自然数解の組（単数）が得られると、

それにより一般解を作ることができ平方根 Dの最良な近似分数群を構成し高速小数展
開をすることができます。関数電卓の表示を越えていきます。 

    � � nDyx
n
　　� を任意に設定してください。  

x  を分子数、 y  を分母数として割り算をするとよいです。例を示すと、 
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n  を２の累乗にします。 
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関数電卓の計算表示を越えていきます。 
 
２．ペル方程式の無理数解への拡張 
 正則連分数成分の循環節の長さが 1の場合は、第 1項の正則連分数が単数です。長さが 2
以上のときは、1サイクルの丁度半分（ハーフ）の位置にある正則連分数から単数を作るこ
とができます。長さが偶数の場合は、ハーフの位置にある正則連分数が単数もどきになり

ます。長さが奇数であっても偶数であってもハーフの位置を挟む 2 つの項から単数を作る
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ことができます。循環節の長さが 4,5 の平方根の代表 13,7  について記述します。 

・ 7  の正則連分数は、順に、 
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738 �  がペル方程式の解であり、単数と呼ばれています。登場した数を次のように計算
すると、 
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72 ���  もペル方程式の解（無理数解）です。取り敢えず「単数もどき」

と呼ぶことにします。すべての平方根の正則連分数をこのように単数もどきにすることが

できます。 
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累乗（2乗、平方）により、単数を得たことになるので、
2

73�  を「基本単数もどき」と

呼ぶことにします。また、このときの単数を、 
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により得ることもできます。 
・ 13  では、どうなるでしょうか。 
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ここでの単数は、 13518 �  です。 
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有理数解の基本単数が登場します。 
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３．基本単数、基本単数もどき 
  99  までを順に記述します。 
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 41  は、循環節の長さが 3なので第 1,2項により、 
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44  には、「クォーター」と呼べるものがあります。第 1項です。 
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 53  は、循環節の長さが 5なので第 2,3項により、 
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58  は、循環節の長さが 7なので第 3,4項により、 
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73  は、循環節の長さが 7なので第 3,4項により、 
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74  は、循環節の長さが 5なので第 2,3項により、 
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89  は、循環節の長さが 5なので第 2,3項により、 
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97  は、循環節の長さが 11なので第 5,6項により、 
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